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TD n’lll : Mécanique statistique classique et quantique.
Applications.

Exercice 10 : Quelques questions pour réviser le cours

1. Expliquer ce qu’est le principe ergodique.

2. Les ensembles statistiques

a. Quel type de systeme décrit-on via ’ensemble microcanonique ? Quel est le
postulat qui y est associé ? Comment s’exprime sa fonction de partition? Quel est le
potentiel thermodynamique associé a cet ensemble ?

b. Quels contraintes sont imposées pour une étude dans ’ensemble canonique ?
Donner la formule décrivant la probabilité d’étre dans un micro-état o d’énergie E,.
Comment l'obtient-on? Donner la fonction de partition et I'expression du potentiel
thermodynamique associé a cet ensemble.

c. Répondre aux mémes questions dans le cas de ’ensemble grand canonique.

3. Enoncer le théoréme d’équipartition de I’énergie. Quelles sont les hypotheéses
nécessaires a sa validité ?

4. Plus en détail sur I'ensemble canonique. On étudie ici le cas général d’un systeme .%
al’équilibre thermique avec un thermostat a la température T. L’ensemble des énergies
propres de . est noté {Ej} et son énergie moyenne E. On note P; la probabilité du
systéme d’étre dans I’état [.

a. Donner la fonction de partition Z du systéme .. Exprimer E en fonction de
Z.

b. Montrer que I'on a (AE)? = kgT?C, avec C, la capacité thermique a volume
constant. En déduire toutes les significations de la quantité E. Dans quelle mesure
obtiendrait-t-on les mémes prédictions physiques si 'on faisait ’étude de ce systéme
dans ’ensemble microcanique ?

c. On définit dans I’ensemble canonique 1’énergie libre F par : F = —kgTInZ.
Exprimer I’énergie moyenne en fonction de ’énergie libre et retrouver une formule de
Helmholtz.

d. A partir de la définition statistique de I’entropie, vérifier la cohérence avec la
thermodynamique classique de la définition de I’énergie libre.

Exercice 11 : Etude statistique du gaz parfait monoatomique

On considére un gaz parfait monoatomique classique en équilibre avec un thermo-

stat a la température T. Le gaz est contenu dans une enceinte cubique macroscopique
de taille L. On note m la masse des particules. On souhaite alors déduire les grandeurs
thermodynamiques macroscopiques du gaz parfait a partir de ’étude statistique des
états microscopiques.
Attention ici au terme "classique’, il veut dans ce cas indiquer qu’on considere les éner-
gies propres du systéme dans le cadre quantique mais que 'on se place dans le cas du
gaz parfait non dégénéré en mettant de coté le caractére fermionique ou bosonique des
particules.

1. Rappeler les deux types de conditions aux limites les plus utilisés pour la fonction
d’onde d’une particule dans une enceinte macroscopique. Quelles sont leurs consé-
quences sur le vecteur d’onde ?

2. En déduire Iénergie d’une particule pour des conditions aux limites type onde
stationnaire. A température ambiante, estimer 'ordre de grandeur des nombres quan-
tiques associés.

3. On souhaite calculer la fonction de partition z d’une particule en fonction du vo-
lume et de la longueur d’onde thermique de de Broglie donnée par Ay, = \/27h% B/ m.
a. Premiére méthode : Utiliser I’expression de I’énergie trouvée a la question pré-
cédente pour écrire z puis transformer la somme correspondante en intégrale pour
parvenir au résultat en précisant au passage quelle approximation est faite pour cette
transformation.
b. Seconde méthode : Définir et calculer la densité d’état en énergie g(E). Réécrire
z sous la forme d’une somme sur les énergies. Retrouver alors la méme expression de
z apres calcul.

Note : on donne [;° VXe XdX = \/m/2. Les initiés reconnaitront la fonction gamma
d’Euler calculée en 3/2.

4. Que vaut la fonction de partition Z pour N particules? On discutera les approxi-

mations nécessaires.

N

Indication : On pourrait penser @ Z = z¥ mais il faut ici corriger en Z = zN/N!...

5. On rappelle 'approximation de Stirling : pour N grand, In(N!) = NIn N—N. En dé-
duire les grandeurs thermodynamiques suivantes : énergie libre (est-elle extensive ?),
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énergie interne, pression, entropie et potentiel chimique.

Exercice 12 : Condensation de Bose-Einstein (cf. compo 1993)

1. Décrire briévement quelques expériences spectaculaires illustrant les propriétés
superfluides de I’hélium 4. Justifier que I’hélium 4 est un boson.

On va alors étudier la condensation de Bose-Einstein que F. London a proposé
comme interprétation de la transition fluide normal/superfluide de I’hélium 4. L’hé-
lium 4 est considéré comme un fluide quantique contenu dans une boite de volume V
et constitué de particules de spin nul et sans interaction entre elles. On considérera
des conditions aux limites périodiques.

On rappelle que le nombre moyen de particules dans un état d’énergie € a I’équilibre
thermodynamique a la température T s’écrit pour des bosons :

_ -1
N(e) = (exp (%) - 1)
B

2. Quel est le lien entre ’énergie € et le vecteur d’onde k dans un mode donné?
Justifier que le potentiel chimique p est négatif.

3. Montrer que la densité d’état s’écrit en termes d’énergie :

2m\? Ve

4. Ecrire alors en utilisant D(€) et N(€) Pintégrale permettant de calculer N en fonc-
tion du potentiel chimique p.
On admettra que le potentiel chimique est une fonction décroissante de la tempéra-

(e.e]
u
I:f \/_1du=2,315
0

ture et on donne :

eu_

5. En déduire que pour une densité n = N/V donnée, I'expression de N trouvée
n’est valable que pour T > T¢ ou T¢ est une température critique pour laquelle le
potentiel chimique devient nul. Donner l'expression de T¢ en fonction des parametres

7.F. London a proposé le modéle suivant : pour T < T¢, ’hélium liquide est composé
d’une phase "superfluide” correspondant aux atomes dans la fraction condensée, et
d’une composante "normale" comportant les atomes restants.

a. La composante superfluide ne transporte pas d’entropie, quel est le lien avec
le modéle de la condensation de Bose ?

b. Calculer dans le cadre du modéle précédent la température critique de la
condensation de Bose pour I’hélium 4 liquide de masse molaire M = 4g-mol~! et de
masse volumique p = 146kg-m™3.

c. Cette température critique ne correspond pas exactement a la température me-
surée expérimentalement (T, exp = 2,17K) de la transition fluide normal/superfluide
de ’hélium 4 et les exposants critiques obtenus pour une condensation de Bose ne sont
plus conformes a expérience. Que peut-on invoquer pour expliquer ces désaccords?

Exercice 13 : Aspect statistique du rayonnement du corps noir (cf compo
1996 et 2011)

On considére le rayonnement électromagnétique a l'intérieur d’une enceinte cu-
bique de volume V = 3. Cette enceinte est assimilée & un corps noir idéal de tempé-
rature T.

1. Dans l’hypothese de conditions aux limites périodiques, quelles sont les
contraintes sur le vecteur d’onde? En déduire la densité g(v) de modes dans la ca-
vité en fonction de la fréquence v.

2. En mécanique statistique classique, quelles sont les conditions d’application du
théoréeme d’équipartition de I'énergie aux modes du champ électromagnétique? En
supposant que I’on puisse appliquer ici ce théoréme, montrer que la densité volumique
classique d’énergie électromagnétique par unité de fréquence s’écrit :

8rv?

U(Class (v, T) = ]CB T

c3
Commenter.

3. On rappelle que pour les systémes bosoniques, le nombre moyen de particules
dans un état d’énergie € a I’équilibre thermodynamique a la température T est donné

par :
du probléme. o e—u -1
N(e) = (exp (—) - 1)
6. Que se passe-t-il pour T < T¢ ? Quelle approximation faite dans I'expression de kgT
D(e) n’est plus valable ? Expliquer le phénoméne de condensation de Bose-Einstein. a. Justifier que le photon est un boson. Citer d’autres exemples de bosons.
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b. Expliquer briévement le sens physique du potentiel chimique. Quelle est sa
valeur dans le cas des photons? Calculer alors la densité d’énergie uguant(v, T) dans
le cadre quantique.

4. Pour quelle longueur d’onde Ay observe-t-on un maximum de uguant(A, T)?
Comment s’appelle cette relation ? Faire I’application numérique dans le cas du corps
humain et du Soleil.

5. Calculer I’énergie totale du rayonnement dans Uenceinte E(7T, V) = V.uto(T). On

3 4
donne [° dx= .

6. On donne la puissance émise selon ’angle 6 par rapport a la normale a la surface,
par unité de surface et unité d’angle solide I(T,60) = utot(T)ccosf/4m, en déduire la
loi de Stefan-Boltzmann en calculant Pexitance M(T), flux lumineux émis par unité de
surface.

7. Par un calcul analogue a celui interprétant la pression d’un gaz parfait par les
collisions sur les parois, on peut montrer que dans le cas du gaz de photon, p = U/3V
[le refaire chez soi pour s’entrainer, cf compo 2001]. Comparer cette valeur au cas du gaz
parfait et justifier sans calcul la différence de facteur numérique entre U/V et p.

Exercice 14 : Propriétés de la distribution de Fermi-Dirac

1. Gaz de fermions a température nulle
a. Dans ’hypothése de conditions aux limites périodiques, quelles sont les
contraintes sur le vecteur d’onde ? En déduire la densité d’état en énergie g(E).
b. Comment exprimer le nombre de fermions en fonction de g(E), et de la fonction

de distribution de Fermi-Dirac notée NFD (E)?
c. Dans le cas du gaz a température nulle, simplifier cette expression. En déduire
alors 'expression du potentiel chimique a T = 0.
Le potentiel chimique a T = 0 correspond a I’énergie de Fermi du gaz, énergie de
I’état le plus élevé atteignable par les particules du gaz a température nulle.

Attention, il n’y a qu’a température nulle que ’on a automatiquement u = Er.
d. Définir alors le vecteur d’onde de Fermi kr et la température de Fermi Tr. Les
exprimer en fonction de 7. Quelle est leur signification physique ?
e. Exprimer I’énergie totale Ey du gaz a température nulle en fonction de Ef.
f. Pourquoi la pression du gaz de fermions n’est pas nulle a T =07? On admettra

. S, . _2E
que cette pression peut s'écrire Py = 537

2. Température de Fermi

a. On considére le gaz d’électrons libres d’'un métal typique. Calculer la tempé-
rature de Fermi typique du gaz d’électrons libres d'un métal. Commenter. Evaluer la
vitesse de ces électrons.

b. On considere un gaz d’atomes froids. On prendra par exemple un gaz de Li-
thium 6, avec une densité typique n = 10'% m=3, préparés de sorte a avoir deux va-
leurs de spins possibles. A quelle température doit-il étre refroidi pour avoir un ratio
T/Tp =0,1? Est-ce réalisable ? Quel intérét cela peut-il y avoir ?
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